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Celfeladat

® | egyen p(n) az n pozitiv egész szam legnagyobb pdratlan osztoja.
Mennyi a kovetkezd Osszeg erteke:
p(101) + p(102) + p(103) + --- + p(199) + p(200)

» Kenguru-versenyen szerepelt, kicsit nagyobbaknak,
valahol a feladatsor vegén.




1. feladat

» [ egfeljebb hanyat valaszthatunk k1 az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamokbol ugy, hogy a
kivalasztott szamok kozott
a) egyik se legyen valamelyik masik kivalasztottnak az osztoja?
b) egyik se legyen valamelyik masik kivalasztottnak a kétszerese?

®» (sztoja helyett érdemesebb a tobbszorosére gondolni. A két kerdes segiti
egymast: ha egy szam egy masiknak a tobbszordse, akkor annak legalabb a
kétszerese.

= JO nyitas: ki lehet probalni, 0sszesen 63 valodi részhalmaz van.

® 3) Parokat alkothatunk: 1-5, 2-4, 3-6, mindegyik parbdl maximum
az egyiket valaszthatjuk, igy nem lehet 3-nal tobbet.

» Harmat pedig lehet: peldaul 2, 3, 5 vagy 4, 5, 6. (Hanyfeleképpen lehet?)

® b) Probalgatassal pl. 1, 3, 4, 5 j6 négyes. Lehet esetleg 5-6t? Nem, mert az 1-2
¢s a 3-6 parbol nem valaszthatjuk be mindkettot.

» Szelsdertek: tobbet nem lehet (bizonyitds), annyit viszont igen (konstrukcio)



2. feladat

» | cgfeljebb hanyat valaszthatunk kiaz 1, 2,3,4,5,6,7, 8,9, 10
szamokbol gy, hogy a kivalasztott szamok kozott
a) egyik se legyen valamelyik masik kivalasztottnak az osztdja?
b) egyik se legyen valamelyik masik kivalasztottnak a kétszerese?

® 3) JO lépcsofok, itt még miikodnek a parok: 1-7, 2-6, 3-9, 4-8, 5-10
mindegyikébdl max 1 valaszthato, vagyis max 5 darab.
DE: vannak, amiket nem valaszthatok: az 1 nyilvanvalo, de pl. a 2 sem,
mert akkor a 4-8 parbol egyiket sem valaszthatom.

» Konstrukcio: 6, 7, 8,9, 10 biztosan jo, mert 6 - 2 = 12 > 10.
®» Mennyire lehet kicsi a legkisebb szam? 4,5, 6, 7, 9

» ) 1-2-4-8 szamok koziil max 2 valaszthato, 3-6, 5-10 parokbol
max 1-1, illetve a 7 és a 9, vagyis max 6 darab.




3. feladat

» [ egfeljebb hanyat valaszthatunk ki1 az 1, 2, 3, 4, ..., 19, 20 szamokbol ugy,
hogy a kivalasztott szamok kozott
a) egyik se legyen valamelyik masik kivalasztottnak az osztoja?
b) egyik se legyen valamelyik masik kivalasztottnak a kétszerese?

® 3) [tt mar nem miikodik az el6z6 modszer. De: konnyt talalni egy
konstrukciot: 11,12, 13, ..., 19,2036, mert 11 -2 = 12 > 20.

» Kellene: nem lehet 10-nél tobb. Otlet: alkossunk 10 csoportot (skatulyat) tgy,
hogy mindegyik csoportbol max 1 legyen valaszthato.

®» Moho algoritmussal: csak akkor nyitok ) csoportot, ha nem tudom egyik mar
megkezdett csoporthoz sem elhelyezni a szamot.

» 1-2-4-8-16 3-6-12 5-10-20 7-14 9-18 11 13 15 17 19

®» b) Az €l6z0 csoportokbol 3 +2+2+1+1+1+1+1+1+1=14
megfeleld szam valaszthato ki. Hanyféleképpen valaszthato ki 14 szam?



3. feladat tovabbkeérdezés

» Vegezzik el az a) kérdésben megfogalmazott kivalasztast ugy, hogy

a legkisebb kivalasztott szam minél kisebb legyen!
1-2-4-8-16  3-6-12 5-10-20 /7-14 9-18 11 13 15 17 19

®» Az 1-est nyilvan nem valaszthatjuk ki.
Ha a 2 kivalasztott, akkor ezen kiviil csak paratlan szam lehet
kivalasztott. Ekkor a 2. csoportbol a 3 kivalasztott, de ez osztoja a
15-nek. (indirekt gondolatmenetek) Kozben kidertilt, hogy a 3 sem
lehet kivalasztott, illetve a 15 miatt az 5 sem.

» [ chet viszont a legkisebb kivalasztott szam a 4:
1-2-4-8-16  3-6-12 5-10-20 /7-14 9-18 11 13 15 17 19




4. feladat

» [ egfeljebb hanyat valaszthatunk k1 az 1, 2, 3, 4, ..., 99, 100 szamokbol ugy,
hogy a kivalasztott szamok kozott egyik se legyen valamelyik masik
kivalasztottnak az osztoja?

Mennyi1 a legkisebb kivalasztott szdm minimuma?

» Konstrukcio: 51, 52, ..., 100 jo, ez 50 darab.

®» (Csoportok az €l6z6 gondolatmenettel:
1-2-4-8-16-32-64 3-6-12-24-48-96  5-10-20-40-80
7-14-28-56 9-18-36-72 11-22-44-88 13-26-52 15-30-60
17-34-68 19-38-76 21-42-84 23-46-92 25-50-100
27-54 29-58 ... 49-98 51 53 55 ... 97 99

® Hany csoport ez? Hogyan lehet a legkonnyebben megszamolni?
Mit lehet észrevenni?

®» Mindegyik csoportban csak egy paratlan szam szerepel, 50 paratlan szam van.




4. feladat

» Milyen kapcsolat van az egy csoportba keriilt szamok kozott?
1-2-4-8-16-32-64 3-6-12-24-48-96  5-10-20-40-80
7-14-28-56 9-18-36-72 11-22-44-88 13-26-52 15-30-60
17-34-68 19-38-76 21-42-84 23-46-92 25-50-100
27-54 29-58 ... 49-98 51 53 55 ... 97 99

®» Segitség: gondoljunk a primfelbontasra.

» Valasz: Primfelbontasukban a 2 kitevoje kiilonb6zo, minden paratlan

prim kitevdje azonos.
Avagy: megegyezik a legnagyobb paratlan osztojuk.
Skatulyafeliratok: ,,Legnagyobb paratlan osztoja 157...

» Mennyire lehet kicsi a legkisebb kivalasztott szam?




4. feladat

®» Most nézziik a kovetkezo szamokat, az egymas alatt Iévoket egy skatulyaban
helyeztiik el:
1 3 9 27 81
2 6 18 54
4 12 36
8 24
16

®» A 81 kivalasztott, de akkoraz1 3 9 27 nem lehetnek azok, hiszen a 81
0szto1. A 27-es skatulyabol csak az 54 lehet igy kivalasztott, ekkor a tole balra
1évo 2 6 18 nem lehet az, hiszen oszto1 az 54-nek. Hasonloan folytatva, a
felirt szamok koziil eddig a 16 a legkisebb kivalaszthato.

®» | chet-e 16-nal kisebb szam a kivalasztottak kozott?
Mar kiesett a versenybdl: 1 2 3 4 6 8 9 12, maradt: 5 7 10 11 13 14 15




4. feladat

» Zarjuk k1 a megmaradt 5 7 10 11 13 14 15 szamokat is!

®» Ne¢zzik a kovetkezd szamcsoportokat:
5 15 45 7 21 63 11 33 99 13 39
10 30 14 42

» A legkisebb kivalaszthatd szam a 16. Erre 1étezik konstrukcio,
haladjunk a skatulyak sorrendjében (1, 3, 5, ...), rendre kivalaszthato:
16, 24, 20, 28, 36, 44, 26, 30, 34, 38,
42, 46, 50, 54, 58, 62, 66, 35, 37, 39,
majd a tovabbi 30 darab paratlan szam.

» Altalanositas:
a) 1-t61 2n-ig mindig max n darab valaszthato ki,
és ha 3% < 2n < 3%*1, akkor minden kivalasztott szam > 2.



5. feladat - célfeladat

® | egyen p(n) az n pozitiv egész szam legnagyobb pdratlan osztoja.
Mennyi a kovetkezd Osszeg erteke:
p(101) + p(102) + p(103) + --- + p(199) + p(200)

® Ha nem rogton a sor utan jon (szakkorok tervezése ©), akkor nem
biztos, hogy dsszekapcsoljak. Otlet: kezdjiik kicsivel!

»p(4)+p(B)+p6)=1+5+3=9
»p5)+p(6)+p(7)+pB8)=5+3+7+1=16

= p(6)+p(7)+p@B) +p(9) +p(10) =3+7+1+9+5=25
» Folytathatdo még 2-3 sorral. Mit figyelsz meg?

» Minden paratlan szdm el6fordul 2n-ig, és az dsszeg n*.



5. feladat - célfeladat

» Mindkettot bizonyitani kell. Ha ezt megtessziik:
p(101) + p(102) 4+ p(103) + -+ p(199) + p(200) =
=1+3+5+7+9+--4+197+ 199 = 100% = 10000

» A teljes indukci6 gondolata elokeszithetod 7-8. osztalyban.
(Matektaborban gyerekek adtak a kovetkezO megoldast).

»p(5) +p(6)+p(7)+p(8)=5+3+7+1=16

» Mi valtozik, ha a kovetkezo 0sszeget nézziik:
p(6) +p(7) +p(B)+p(9) +p(10)=3+7+1+9+5=25

®» Az el0z0 0sszegbol a kék tagok megmaradnak, bejon a zold tag,
vagyis a kovetkezd paratlan szam, €s a piros tagnal a szam
kétszeresének legnagyobb paratlan osztdja ugyanaz marad.



5. feladat - célfeladat

» Masik megoldas: Kapcsoljuk 0ssze az eddigiekkel!

®» Az 1,2,.3,4, ...,199, 200 szamokbol max 100-at lehet kivalasztani
ugy, hogy semelyik kivalasztott ne legyen semelyik masik
kivalasztottnak az osztdja. A kivalasztott szamok legnagyobb paratlan
osztoja kiillonboz0, kiilonben koziiliik a kisebbik osztdja lenne a
nagyobbiknak. A 101, 102, 103, ..., 199, 200 egy a feltételeknek
megfelelo kivalasztas, mindegyiknek mas a legnagyobb pozitiv
osztoja. 100 szamot valasztottunk, 100 paratlan szam van 200-1g, igy
mindegyik paratlan szam pontosan egyszer fordul el6 az 6sszegben.




5. feladat - célfeladat

®» Mar csak azt kellene bebizonyitanunk, hogy az els6 n paratlan szam
dsszege mindig n?, tehat
1+34+5+7+9+--+197 + 199 = 100 = 10000.

» Tegyiikk meg ezt gy, hogy egy okosabb 5-6. osztalyos 1s megertse.
Kozeépiskolal szinten: teljes indukcio.
Most: készitsiink hozza egy tligyes abrat. (Molnar Istvan sok 1lyet tud
mutatni, féleg kozépiskolaban hasznalt 0sszefliggések bizonyitasara.)




K0szonom a figyelmet!

Elérhetoségem: erdosgaborkanizsa@gmail.com

Honlapom: www.microprof.hu
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